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1. DATOS BASICOS DEL TFG:

Titulo: El teorema de Douglas-Rado y sus extensiones a anillos y superficies de genero alto
Descripcion general (resumen y metodologia):

Este Trabajo Fin de Grado estudiard el problema de Plateau en su formulacién paramétrica, con
especial atenciéon al teorema de Douglas-Radd para discos minimales. El objetivo principal es
comprender cémo la minimizacién de la energia de Dirichlet, combinada con la relacién entre
armonicidad, conformalidad y &rea, permite obtener la existencia de discos minimales con borde
prefijado.

El trabajo comenzard con una introduccién histérica y matematica al problema de Plateau, desde
su motivacién geométrica hasta las soluciones clasicas de Douglas y Radé. A continuacién se
desarrollarén los preliminares necesarios: primera variacién del area, energia de Dirichlet, mapas
armoénicos, desigualdad area-energia y papel de las parametrizaciones conformes.

La parte central del TFG estarad dedicada a una exposicion detallada del teorema de Douglas-Radé
para discos. Se estudiard la clase admisible de aplicaciones del disco, la normalizacién de tres
puntos del borde, la construccién de una sucesién minimizante, los argumentos de compacidad y el
paso al limite que conduce a una solucién armdnica y conforme.

En una segunda parte se analizara la extensién del problema al caso anular mediante el criterio de
Douglas, explicando el papel del médulo conforme del anillo y las posibles degeneraciones.
Posteriormente se presentard, de forma mds expositiva, la formulacién correcta del problema para
superficies de género alto, destacando la condicién estricta que garantiza la existencia de
minimizadores. Finalmente, se incluird una seccién breve sobre regularidad, puntos de rama y
resultados clasicos asociados al problema de Plateau.

La metodologia consistird en la lectura guiada de las referencias principales, la reconstruccién
detallada de las demostraciones fundamentales y la redaccién progresiva de una memoria
matematica rigurosa. Se realizardn reuniones periédicas con el tutor para revisar el avance del
trabajo, aclarar los puntos técnicos y asegurar que el texto mantenga una linea argumental clara:
del disco al anillo, y del anillo a superficies de topologia superior.

Tipologia: Estudio de casos, tedricos o practicos, relacionados con la tematica del Grado.
Objetivos planteados:

1. Comprender la formulacién paramétrica cldsica del problema de Plateau para discos con borde
una curva de Jordan.

2. Estudiar la relacién entre area, energia de Dirichlet, armonicidad y conformalidad en el contexto
de superficies parametrizadas.

3. Demostrar la desigualdad &rea-energia y analizar el caso de igualdad para parametrizaciones
conformes.

4. Presentar una demostracion detallada del teorema de Douglas-Radé para discos minimales.

5. Entender el papel de la normalizacién del borde, las sucesiones minimizantes y los argumentos
de compacidad en el método de Douglas-Radé.

6. Analizar el caso anular y explicar el criterio de Douglas, incluyendo el papel del médulo conforme
y las degeneraciones posibles.

7. Exponer la formulacién correcta del problema de Plateau en género alto, distinguiendo entre
género exactamente fijado y género acotado.

8. Presentar de forma breve los resultados clasicos de regularidad, puntos de rama y extensiones
del problema de Plateau a variedades riemannianas.
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Recomendaciones y orientaciones para el estudiante:

Se recomienda que el estudiante mantenga el TFG centrado en el problema de Plateau paramétrico
y no lo mezcle con la teoria moderna de corrientes o con herramientas avanzadas de teoria
geométrica de la medida. El nlcleo del trabajo debe ser el método cladsico de Douglas-Radé para
discos y su extensién conceptual a dominios con topologia no trivial.

El primer objetivo sera entender con claridad la diferencia entre minimizar drea y minimizar
energia. Esta distincién es esencial: la energia de Dirichlet ofrece mejores propiedades analiticas,
mientras que la conformalidad permite recuperar el problema geométrico de area. Por ello, el
estudiante deberd cuidar especialmente la exposicion de la desigualdad area-energia y la relaciéon
entre mapas armoénicos conformes y superficies minimales.

El capitulo sobre el disco debe ser el mas detallado de la memoria. En él conviene explicar con
precisiéon la clase de aplicaciones admisibles, la normalizacién de tres puntos del borde, la
construccién de sucesiones minimizantes, los resultados de compacidad que se usan y el paso al
limite. Algunos lemas técnicos pueden citarse, pero la légica de la prueba debe quedar escrita de
forma clara y comprensible.

En el caso anular, es importante insistir en que aparece un nuevo fenémeno: el médulo conforme
del anillo no estd fijado de antemano. El estudiante deberd explicar por qué pueden producirse
degeneraciones y cémo el criterio de Douglas evita que el minimizador se rompa en dos discos.
Seria muy conveniente incluir el ejemplo de dos circunferencias paralelas y la apariciéon del
catenoide como ilustracién geométrica.

La parte de género alto y regularidad debe ser mas breve y expositiva. No se espera una prueba
completa de los resultados de Osserman, Gulliver-Lesley o Morrey, sino una explicacién rigurosa de
qué afirman y por qué completan la visién clasica del problema. Se valorard especialmente que el
estudiante sepa distinguir entre resultados demostrados en el TFG y resultados citados como
contexto avanzado.
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