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1. DATOS BASICOS DEL TFG:

Titulo: Estudio de la conjetura de Toeplitz: métodos topoldgicos y geométricos en el problema del
cuadrado inscrito

Descripcion general (resumen y metodologia):

Resumen

La Conjetura de Toeplitz, enunciada por Otto Toeplitz en 1911, es uno de los problemas abiertos
mas fascinantes y antiguos de la geometria plana. La conjetura afirma que toda curva de Jordan
simple y cerrada en el plano contiene cuatro puntos que forman los vértices de un cuadrado.

A pesar de la aparente simplicidad de su enunciado, el problema permanece abierto en su caso
general. Sin embargo, se han logrado avances significativos para curvas con ciertas propiedades de
reqularidad (curvas diferenciables, convexas, analiticas, etc.) utilizando herramientas avanzadas
que conectan la geometria elemental con la topologia algebraica (teoria de interseccién,
homologia, superficies de Riemann) y la geometria simpléctica.

Este trabajo se justifica por la oportunidad de abordar un problema cldsico de frontera que permite
al estudiante consolidar y aplicar de manera transversal los conocimientos adquiridos a lo largo del
Grado en Matematicas en las areas de Topologia, Andlisis Complejo y Geometria Diferencial,
sirviendo ademas como introduccién a la investigacién matematica contemporénea.

Metodologia

El plan de trabajo se estructurard en las siguientes fases cronoldgicas, adaptadas al calendario
académico de la UGR:

Fase 1: Busqueda y Lectura Bibliografica. Estudio de textos cldsicos de geometria de curvas y
articulos cientificos fundacionales.

Fase 2: Seminarios de Discusion. Reuniones periédicas con el tutor/a para desgranar los pasos
l6gicos de las demostraciones topoldgicas complejas (como el uso de la caracteristica de Euler o el
grado topolégico).

Fase 3: Redaccion del Nucleo Tedrico. Elaboracién de la memoria del TFG, cuidando el rigor
formal en la exposicién de las demostraciones seleccionadas.

Fase 4: Conclusiones y Generalizaciones. Redaccién del estado actual del problema y las
lineas de investigacién abiertas en la Ultima década.

Fase 5: Revision y Preparacion de la Defensa. Ajuste de la memoria a la normativa de formato
de la UGR y disefio de la presentacién para la exposicién ante el tribunal.

Tipologia: Estudio de casos, tedricos o practicos, relacionados con la tematica del Grado.

Objetivos planteados:

Objetivo General

Analizar el estado del arte de la Conjetura de Toeplitz, profundizando en las técnicas topoldgicas y
geométricas que han permitido su resolucién en familias especificas de curvas, y explorar las
generalizaciones recientes del problema a otras figuras geométricas y espacios de mayor
dimensién.

Objetivos Especificos




Revisién Histérica y Fundamentos: Estudiar la formulacién original del problema y comprender
la reduccién topoldgica del problema al estudio de configuraciones en el toro o en el plano
proyectivo.

Andlisis de Casos Resueltos: Desarrollar detalladamente la demostracién para curvas con
regularidad suficiente (por ejemplo, el teorema de Shnirelman para curvas suaves o los avances de
Vaughan).

Estudio de Técnicas Modernas: Comprender la reciente aproximacién al problema mediante la
geometria simpléctica, analizando las aportaciones de Terence Tao (2017) sobre el problema para
curvas continuas integrables.

Generalizaciones (ElI Problema del Rectangulo): Estudiar el teorema de Meyerson vy
desarrollos posteriores que demuestran que toda curva de Jordan contiene los vértices de cualquier
rectangulo de proporcién dada.

Implementacion e llustracion Geométrica: Utilizar herramientas de software matematico
(como SageMath o Mathematica) para visualizar las superficies de configuracién asociadas a las
curvas y la busqueda de subvariedades de interseccién.
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Recomendaciones y orientaciones para el estudiante:
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