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1. DATOS BASICOS DEL TFG:

Titulo: Teorema de Banach-Stone para isometrias sobreyectivas entre espacios C(K,X)
Descripcion general (resumen y metodologia):

El espacio C(K), de las funciones continuas sobre un espacio topolégico compacto y Hausdorff K y
con valores reales o complejos, equipado con la norma del supremo, es uno de los ejemplos
cldsicos de espacios de funciones estudiados en diversas areas del Andlisis Matematico y aparece
en los origenes mismos del Analisis Funcional.

El objetivo de esta propuesta es la revision del Teorema de Banach-Stone para describir las
isometrias (lineales) y sobreyectivas entre espacios de funciones continuas C(K,X) vector-valuadas
en un espacio de Banach X. Este resultado forma parte de los contenidos basicos sobre isometrias
dentro del andlisis funcional, la teoria espectral de operadores y la teoria de C*-algebras. Son
variadas las aplicaciones de este resultado en diversas ramas del andlisis funcional. El primer
objetivo de la propuesta consistird en describir el espacio dual topolégico de un espacio C(K),
equipado con la norma del supremo, con el espacio de las medidas de Borel regulares sobre Ky
con otros espacios de funciones de variacién acotada.

Una de las aplicaciones del Teorema de Banach-Stone, permite asegurar que las isometrias lineales
sobreyectivas entre espacios C(K) verifican una propiedad de naturaleza algebraico-topolégica:
preservan funciones con soportes disjuntos, es decir, si dos funciones tiene producto cero sus
imagenes verifican la misma propiedad. Sin embargo la clase de los operadores lineales continuos
entre espacios C(K) que preservan funciones con soportes disjuntos es estrictamente mdés amplia
que la clase de las isometrias lineales y sobreyectivas entre dichos espacios. El siguiente objetivo
es la descripcién de las isometrias lineales y sobreyectivas entre dos espacios de la forma C(Kl,X) y
C(K2,Y) donde X e Y son espacios de Banach.

A diferencia del Teorema de Banach-Stone clésico, donde consideramos funciones continuas con
valores escalares, ahora permitimos que nuestras funciones tomen valores en algin espacio de
Banach. El objetivo es demostrar que una isometria lineal entre dos espacios de funciones
continuas vector-valuadas de la forma C(Kl,X) y C(K2,Y), donde X e Y son espacios de Banach,
debe venir dada por alguna versién de la forma candnica presentada en el Teorema de Banach-
Stone clasico como operador de composicidon con peso. A la vista del mencionado teorema, cabria
esperar que los espacios K1 y K2 fueran necesariamente homeomorfos, pero esta conclusién no es
siempre cierta. La extensién natural de la forma candnica del Teorema de Banach-Stone, es decir,
la expresién de una isometria como un "operador de composicién ponderado", consistiria en
escribir el operador como una composicién con operadores de ponderacién. Asi, para una isometria
T de C(Kl,X) en C(KZ,Y), buscamos que T sea de la forma

(1) T(f) (s) = V(s) (f(e(t))), para todo s € K2,

donde ¢ es una funcién de K2 en K1 con ciertas propiedades de continuidad, y la aplicacién t » V(t)
describe algun tipo de funcién continua de K2 en el espacio de operadores lineales y acotados de X
enYy.

Tipologia: Estudio de casos, tedricos o practicos, relacionados con la tematica del Grado.

Objetivos planteados:

e Descripcidn del espacio dual topoldgico del espacio C(K) de las funciones continuas sobre un
espacio topolégico compacto Hausdorff K. Teoremas de Mazur-Ulam y Banach-Stone.




e Descripciéon de los operadores operadores lineales y continuos que preservan funciones con
producto cero entre espacios C(K)

e Condiciones sobre los espacios de Banach X e Y que aseguran que toda isometria lineal e C(K1
,X) en C(K2,Y) sea expresable de la forma deseada como un operador de compositién con una
variacién continua de operadores lineales y continuos de X a Y. ;Cudles son las condiciones
sobre la aplicacién ¢ asociada al operador de composicién y a la transformacién t » V(t) que
esperamos que se cumplan? Propiedad de Banach-Stone. Propiedad de Banach-Stone fuerte.
Propiedad de Banach-Stone débil. Conexiones con la convexidad estricta.

e Existen condiciones bajo las cuales un espacio Y sea universal en el sentido de que toda
isometria lineal e C(Kl,X) en C(K2,Y) sea de la forma deseada para cualquier X.

e ;Qué se puede decir en el caso en que X = Y?
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