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1. DATOS BASICOS DEL TFG:

Titulo: Perturbacién de operadores autoadjuntos casi conmutativos y sus aplicaciones
Descripcion general (resumen y metodologia):

Un famoso y clasico problema de la década de 1950, popularizado por Halmos, plantea conocer si
cualquier par de matrices autoadjuntas y contractivas que casi conmutan (es decir, que la norma
de su conmutador es pequefia) estdn en realidad cerca, en norma, de un par de matrices

autoadjuntas que conmuta. Concretamente, ;Es cierto que para cualquier £ = O existeun d = 0
tal que, siempre que n E M y tengamos dos matrices autoadjuntas H,5 € M, que cumplan
HILISII <1 y [[HS—SHIl < &, existe un par de matrices autoadjuntas H,,5, € M,
verificando: ||H — H,ll < &, |IS—5,ll < ¢y S;H, = H,5,? Es necesario notar que § > 0 no

depende del natural 11 € M. Este problema fue resuelto afirmativamente por H. Lin en la década de
1990. Una prueba simplificada fue posteriormente obtenida por Friis y Rgrdam.

Sin embargo, el problema correspondiente a tres matrices autoadjuntas contractivas que casi
conmutan no siempre admite una respuesta positiva (Davidson'1985, Voiculescu'l983). Estos
trabajos han motivado el estudio de matrices que casi conmutan, las cuales han encontrado
aplicaciones en diversas dreas de las matematicas, incluyendo las algebras de operadores y la
teoria de grupos, la fisica cuantica y la informatica (véanse, por ejemplo, Loring-Sgrensen'2016 y
Enders-T. Shulman'2023). Mas auln, el problema de aproximar un par de matrices unitarias que casi
conmutan mediante matrices unitarias que conmutan tampoco admite una solucién positive, tal
como sefalé Voiculescu en 1983. Mas tarde, Exel y Loring encontraron en 1991, dos invariantes
para pares de matrices unitarias que casi conmutan que permiten identificar aquellos pares que se
mantienen alejados de los pares que conmutan. El primero de los invariantes, denotado por

k(U,V) para matrices unitarias U,V € M, (C), involucra K-teorfa, mientras que el segundo se
definié mediante indices de alabeo (nimeros de vueltas).

Tipologia: Estudio de casos, tedricos o practicos, relacionados con la tematica del Grado.

Objetivos planteados:

e Analizar el Teorema de Lin para dos matrices autoadjuntas contractivas, verificando
matematicamente la existencia del pardmetro que garantiza su proximidad en norma a un par
conmutativo.

e Estudiar las limitaciones y contraejemplos del problema de conmutatividad aproximada,
especificamente el caso de tres matrices autoadjuntas contractivas y el caso de pares de
matrices unitarias (obstrucciéon de Voiculescu, Exel y Loring).

e Evaluar y comparar los dos invariantes estructurales para pares de matrices unitarias: el
invariante espectral basado en K-teoria y el invariante geométrico basado en el indice de alabeo
(winding number). Demostrar formalmente la equivalencia y coincidencia de ambos invariantes
cuando la norma del conmutador es suficientemente pequefa. Establecer cotas superiores
analiticas para el mdédulo del invariante de K-teorfa, determinando asi un limite cuantitativo para
la obstruccién de la conmutatividad.

e Explorar las aplicaciones potenciales de estos resultados en &reas de frontera como las algebras
de operadores, la teoria de grupos, la computacién cuantica y la fisica tedrica.
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