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1. DATOS BÁSICOS DEL TFG:

Título: Unicidad de extensiones Hahn-Banach

Descripción general (resumen y metodología):

El teorema de Hahn-Banach es uno de los pilares del análisis funcional, conocido como uno de los
tres principios del análisis funcional. La versión clásica del teorema de Hahn-Banach garantiza que
cualquier funcional lineal y continuo definido sobre un subespacio cerrado M de un espacio de
Banach E admite al menos una extensión lineal continua a todo el espacio E preservando la norma.
Sin embargo, este teorema no asegura la unicidad de dicha extensión equinórmica. De hecho, la
existencia de múltiples extensiones lineales de norma mínima es un fenómeno común
estrechamente ligado a la geometría intrínseca de la norma del espacio.
Cuando un subespacio M admite infinitas extensiones preservando la norma para ciertos
funcionales de su dual M*, se revela una falta de rigidez geométrica en la frontera de la bola unidad
de E. Para formalizar y estudiar este tipo de fenómenos, R.R. Phelps (1960) introdujo y sistematizó
las condiciones bajo las cuales las extensiones de Hahn-Banach son necesariamente únicas. Se
dice que un subespacio cerrado M de un espacio normado E es Hahn-Banach smooth (suave en el
sentido de Hahn-Banach) en E si cada funcional lineal continuo sobre M posee una única extensión
preservando la norma a todo el espacio E. Geométricamente, esta noción de suavidad abstracta
está íntimamente relacionada con propiedades fundamentales de la teoría de la aproximación
óptima, donde la unicidad de la extensión equivale a la unicidad del elemento de mejor
aproximación en subespacios reflexivos.
Otro problema relacionado con lo expuesto anteriormente plantea la validez de una versión débil*
del teorema de Hahn-Banach que permita garantizar la extensión preservando la norma de
funcionales débil*-continuos definidos sobre un subespacio débil* cerrado dentro de un espacio de
Banach dual. Es conocido que la extensión con la misma norma no siempre es posible. Parece
razonable encontrar condiciones que garanticen esta versión débil* del teorema de Hahn-Banach
(este es el caso de las subálgebras debil* cerradas de las álgebras de von Neumann. , y
posteriormente encontrar una caracterización geométrica de la unicidad de dichas extensiones.   
En las últimas décadas, esta propiedad puramente geométrica ha demostrado ser un puente
conceptual extraordinario al conectarse con la estructura algebraica de las álgebras de operadores.
El interés actual radica en identificar qué subestructuras algebraicas naturales (como diversos tipos
de ideales) heredan o imponen esta rigidez geométrica de unicidad, transitando desde los espacios
complejos tradicionales hacia los escenarios reales recientemente descubiertos. Caracterizaciones
de los ideales internos de C*-álgebras (reales y complejas) y JB*-triples como subtriples que son
Hahn-Banach suaves. Revisitaremos los resultados obtenidos por Edwards y Rüttiman para C*-
álgebras, álgebras de von Neumann y JB*-triples, junto a las conclusiones más recientes para C*-
álgebras y JB*-triples reales obtenidas por Li, Peralta, Su y Zhang.

Tipología: Estudio de casos, teóricos o prácticos, relacionados con la temática del Grado.

Objetivos planteados:

Estudio de la Unicidad de Extensiones (Suavidad): Analizar la noción de suavidad de Hahn-
Banach (Hahn-Banach smoothness) en subespacios cerrados, fundamentada en los criterios
geométricos clásicos de Phelps (1960). Conexiones con M-ideales, espacios de Hilbert, etc.
Estudio de la verión débil* del teorema de Hahn-Banach para subespacios débil* cerrados, y
analizar la noción de suavidad de Hahn-Banach (Hahn-Banach smoothness) para esta variante



débil*.
Clasificación de Ideales Internos: Estudiar las caractrización algebriaco-geométrica de los ideales
internos cerrados,  en una conveniente topología, en C*-álgebras, álgebras de von Neumann y
JB*-triples en términos de suavidad Hahn-Banach, siguiendo las aportaciones de Edwards y
Rüttimann (1989, 1991, 1992).
Extensión al ambiente real: evaluar los teoremas de estructura en C*-álgebras reales y JB*-
triplas reales, analizando las similitudes y deivergencias con los resultados para estructuras
complejas.
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