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1. DATOS BASICOS DEL TFG:

Titulo: El espectro del laplaciano en dominios acotados: primer autovalor, principios variacionales y
ley de Weyl

Descripcion general (resumen y metodologia):

Este Trabajo de Fin de Grado se centrard en el estudio de los autovalores del operador laplaciano
en un dominio acotado, con condiciones de contorno de tipo Dirichlet. Este problema aparece de
manera natural tanto en matemdticas como en fisica: desde el punto de vista fisico, describe los
modos propios de vibracién de una membrana fijada en el borde; desde el punto de vista
matematico, constituye un ejemplo fundamental de problema espectral asociado a un operador
eliptico. El trabajo combinard herramientas de andlisis funcional, espacios de Sobolev, teoria
variacional y argumentos geométricos elementales.

La metodologia consistird, en primer lugar, en formular rigurosamente el problema en el marco
débil, usando espacios de Sobolev adecuados y el cociente de Rayleigh asociado. A partir de la
compacidad de ciertas inclusiones entre espacios funcionales, se obtendrd la existencia de una
sucesiéon discreta de autovalores positivos que tienden a infinito. A continuaciéon se estudiard la
caracterizacién variacional de los autovalores mediante el principio min-max, que proporciona una
herramienta fundamental para deducir propiedades cualitativas del espectro. En particular, se
analizard el primer autovalor, su positividad y simplicidad, asi como algunas consecuencias del
principio variacional.

Una parte importante del trabajo estard dedicada al estudio de los dominios nodales de las
autofunciones y a la demostraciéon del teorema nodal de Courant, que relaciona el orden de un
autovalor con el ndmero méximo de componentes nodales de una autofunciéon asociada.
Finalmente, se abordara la férmula asintética de Weyl para el problema de Dirichlet. Se presentara
una demostracién basada en el método de bracketing de Dirichlet-Neumann: primero se calculara
la asintética espectral en cubos mediante conteo de puntos de red, y después se aproximara el
dominio general por familias de cubos interiores y exteriores. Esta estrategia permite obtener de
manera relativamente elemental la ley que describe el crecimiento asintético del ndmero de
autovalores en funcién del volumen del dominio. Como referencias principales se emplearan los
textos de Brezis y Chavel, junto con el articulo clasico de Kac como motivacién complementaria.

Tipologia: Estudio de casos, tedricos o préacticos, relacionados con la tematica del Grado.
Objetivos planteados:

El objetivo principal del trabajo es ofrecer una introduccién rigurosa y coherente a la teoria
espectral del laplaciano de Dirichlet en dominios acotados, poniendo especial énfasis en la relacién
entre los métodos variacionales, la estructura de las autofunciones y la distribucién asintética de
los autovalores. Se pretende que el estudiante comprenda cémo un problema de ecuaciones en
derivadas parciales puede formularse en términos funcionales y cémo el uso de espacios de
Sobolev y operadores compactos permite obtener una teoria espectral discreta.




Un primer objetivo concreto serd formular el problema de autovalores del laplaciano de Dirichlet en
su forma débil y justificar la existencia de una base ortonormal de autofunciones en el espacio de
funciones cuadrado integrables, asociada a una sucesién de autovalores positivos. Para ello serd
necesario revisar algunos resultados basicos de analisis funcional, como el teorema espectral para
operadores compactos autoadjuntos y la compacidad de Rellich-Kondrachov. Un segundo objetivo
serd estudiar la caracterizacién variacional de los autovalores mediante el cociente de Rayleigh y el
principio min-max. Esta parte permitird deducir propiedades fundamentales del primer autovalor,
en particular su caracterizacién como minimo de la energia normalizada, la positividad de las
autofunciones asociadas y la simplicidad del primer autovalor en dominios conexos.

Otro objetivo relevante serd analizar la informacién geométrica contenida en las autofunciones. En
este sentido, se estudiardn los conjuntos nodales y se demostraré el teorema nodal de Courant,
mostrando cémo el principio min-max impone restricciones sobre el nUmero de regiones nodales de
una autofuncién. Este resultado servird ademas para reforzar la conexién entre la teoria espectral
abstracta y la interpretacién fisica de los modos de vibracién.

Finalmente, se planteard como objetivo central la demostracién de la férmula de Weyl para el
laplaciano de Dirichlet. Se buscard que el estudiante no solo conozca el enunciado, sino que
comprenda una demostracién completa en una version clésica y accesible. La prueba se basara en
el célculo explicito del espectro en cubos, la interpretacion del problema como conteo de puntos de
red y el uso del bracketing de Dirichlet-Neumann para comparar el dominio dado con uniones
finitas de cubos. Con ello se pretende mostrar que, a altas frecuencias, la distribucién de los
autovalores esta determinada en primer orden por el volumen del dominio.

Bibliografia basica:

H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Springer.
I. Chavel, Eigenvalues in Riemannian Geometry, Academic Press.
M. Kac, “Can One Hear the Shape of a Drum?”, American Mathematical Monthly.

Recomendaciones y orientaciones para el estudiante:

Para abordar este trabajo con éxito, se recomienda que el estudiante comience revisando con
cuidado los fundamentos de anadlisis funcional y espacios de Sobolev que intervienen en la
formulacién débil del problema. En particular, serd importante manejar con soltura los espacios de
funciones cuadrado integrables y los espacios de Sobolev de primer orden, asi como la
interpretacién variacional de problemas elipticos. También conviene repasar los resultados basicos
sobre operadores compactos autoadjuntos en espacios de Hilbert, ya que proporcionan el marco
natural para entender por qué el problema espectral del laplaciano posee una sucesién discreta de
autovalores y una base de autofunciones.

Una estrategia recomendable es avanzar desde los ejemplos explicitos hacia la teoria general. El
caso del intervalo, el rectdngulo o el cubo permite calcular autovalores y autofunciones de forma
directa, y ofrece una intuicién muy Util para entender tanto el principio min-max como la férmula
de Weyl. Estos ejemplos deben utilizarse no solo como ilustraciones, sino como una guia para
interpretar los resultados abstractos. En particular, el célculo del espectro en un cubo sera esencial
para la demostracién de la ley de Weyl mediante bracketing.

En el desarrollo del trabajo serd importante cuidar la distincién entre los distintos tipos de
condiciones de contorno y el papel que juegan en las comparaciones espectrales. Aunque el objeto
principal serd el problema de Dirichlet, en la demostracién de Weyl aparecerdn condiciones de




Neumann auxiliares al introducir particiones del dominio en cubos. El estudiante deberd entender
que estas condiciones no cambian el problema original, sino que se emplean como herramienta de
comparacién mediante el principio min-max. Esta es una de las ideas conceptualmente mas

importantes del trabajo.

Se recomienda ademads prestar atencién a la estructura légica de las demostraciones. El principio
min-max debe presentarse como una herramienta central, de la que se derivan varias
consecuencias: propiedades del primer autovalor, comparacién de dominios, bracketing espectral y
teorema nodal de Courant. De esta forma, el trabajo mantendrd una linea argumental clara y no
serd una mera coleccién de resultados. Como bibliografia principal se recomienda utilizar el libro de
Brezis para los aspectos de andlisis funcional y espacios de Sobolev, el libro de Chavel para la parte
espectral y geométrica, y el articulo de Kac como lectura motivadora sobre la interpretacion fisica y
geométrica del espectro. Finalmente, se aconseja que el estudiante incluya ejemplos vy, si es
posible, algunas figuras sencillas de modos propios y dominios nodales, para reforzar la conexién
entre los resultados analiticos y su interpretacién fisica.
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