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1. DATOS BASICOS DEL TFG:

Titulo: Niveles de complejidad en el oscilador arménico cuantico: efectos relativistas de caracter
global y local en los estados del oscilador de Dirac

Descripcion general (resumen y metodologia):

La descripcién mecanocuantica del oscilador armdnico es bien conocida desde hace décadas [1-
3,24-30], constituyendo de hecho uno de los principales referentes de resolucién analitica de la
ecuacion de Schrodinger, siendo asi accesibles todos los autovalores y autovectores de la misma.
Para ello se procede a la descripcién mediante un Hamiltoniano en el que no interviene el spin de la
particula, y que aporta soluciones precisas para velocidades muy inferiores a la de la luz.

La ecuacién de Dirac constituye una extensién, conjugando la Mecanica Cudantica con la Teoria
Especial de la Relatividad, para la adecuada descripciéon del movimiento de fermiones con spin 1/2
(e.g. electrones) a velocidades relativistas. Pese a su mayor dificultad, también se conocen las
soluciones analiticas de la misma [4-7,31-33], permitiendo asi considerar en paralelo las
descripciones relativista (R) y no-relativista (NR). Al tratarse de un sistema de una particula, la
distribucién de probabilidad de localizacién espacial se obtiene directamente a partir del médulo
cuadrado de la funcién de onda para estados arbitrarios. En el caso NR la distribucién se factoriza
en una parte radial y una angular, y la primera constituye una medida de probabilidad referida a la
distancia desde el origen. Andlogamente se interpreta el promedio esférico de la distribuciéon
relativista, no factorizable.

La Teoria de la Informacién [8,34] proporciona una diversidad de funcionales para indicar
cuantitativamente diferentes patrones estructurales de distribuciones probabilisticas arbitrarias,
algunas de las cuales juegan un papel relevante en la descripcién de sistemas y fenémenos
fisicoquimicos. Especialmente notable es la conocida como ‘entropia de Shannon’ S, introducida en
los afios 40 [9], y que constituye una medida del nivel de dispersién de la densidad sobre todo su
dominio, sin tomar un punto de referencia especifico, contrariamente a lo que sucede con e.g. la
varianza V. Se trata de una medida de ‘caracter global’, calificativo que también se otorga al
‘desequilibrio’ D [10-11,35], como indicador de la desviacién respecto a la completa
uniformidad/equiprobabilidad. Las tres magnitudes S,D,V son consideradas medidas globales al
constituir indicadores de propiedades resultantes de los patrones sobre la totalidad del dominio
indiscriminadamente. En contraposicién, son destacables algunas medidas de ‘caracter local’,
como es el caso de la ‘informacién de Fisher’ 1 [12,13], dado que se define e interpreta como una
medida del contenido de gradiente de la distribucién. El funcional | es mucho mas sensible a
cambios notables en regiones extremadamente localizadas, situacién que apenas altera los valores
deS,DyV.

Posteriormente, y de forma complementaria a todos los descriptores recién mencionados, se
introduce la nocién de ‘complejidad’ de una distribucién, inicialmente de forma conceptual y
genérica. Basicamente se inspira en la descripcién de algunos sistemas fisicos, bien conocidos
entre otras razones por la ‘forma sencilla’ de ser descritos, algo que no sucede usualmente con la
gran mayoria de los sistemas de interés. Ejemplos bien conocidos de (digamos intuitivamente)
‘baja complejidad’ serfan tanto el gas ideal como el cristal perfecto. Corresponderian
respectivamente a los casos de maxima/minima incertidumbre. Asi, cualquier macroestado del gas
ideal es compatible con muy numerosos microestados (todos ellos equiprobables), mientras que el
conocimiento de una minima estructura del cristal perfecto proporciona la plena caracterizacién del
sistema completo (mdéximo orden, con descripcién mediante una distribucién tipo delta o préxima a
ella). Se pretende definir asi la complejidad C como un funcional que alcanza su valor minimo en




estos dos casos extremos. En el contexto discreto sucede que, precisamente, los funcionales Dy S
alcanzan su valor minimo (nulo) respectivamente en los casos anteriores. Por ello se definié
originalmente [10] la complejidad como el producto C=DS con valor minimo 0, aunque su posterior
extensiéon a variables continuas [14] hizo necesaria la definicién alternativa CLMC=DL' siendo

L=exp(S) la ‘longitud entrépica’. Ahora el valor minimo de CLMC pasa a ser 1, alcanzandose la cota
inferior para distribuciones rectangulares (i.e. constantes con soporte acotado). Es la conocida
también como ‘complejidad de forma’, adicionalmente a la otorgada considerando los nombres de
los autores que la propusieron (LOpez-Ruiz, Mancini y Calbet) y que justifican los subindices
empleados en la notacién.

Dado que D y L tienen caréacter global, igualmente sucede con CLMC' Surgié con posterioridad el
interés por incluir algun factor con sensibilidad local, lo que dio lugar a las complejidades Fisher-
Shannon CFS=IJ [15], siendoJ=(2*pi*e)'1exp(25/d) con d la dimensién del dominio, y Cramér-Rao C
CR=IV [8]. Tales definiciones tienen su origen considerando, respectivamente, la ‘desigualdad
isoperimétrica’ y las propiedades del ‘producto Crdmer-Rao’, que garantizan las cotas respectivas d
y d2 a CFS y CCR y que se saturan, en ambos casos, para distribuciones gaussianas.

Las tres complejidades recién mencionadas han sido utilizadas extensivamente para el estudio
no solo de diferentes propiedades estructurales de sistemas fisicos de especial interés (e.g. &tomos
[15,16] o moléculas [17]), sino de relevantes procesos fisicoquimicos a ellos asociados: a modo
ilustrativo, procesos de ionizacién atémica [16] o reacciones moleculares [18]. En algunas
ocasiones ha sido posible llevar a cabo un estudio para estados cudnticos y/o dimensionalidad
arbitrarios, siendo tal el caso de algunos sistemas gobernados por potenciales centrales (e.g.
sistemas hidrogenoides o el oscilador arménico). Usualmente tales estudios han considerado una
descripciéon NR del sistema analizado. Es por ello que cobra interés en analizar hasta qué punto los
diferentes cuantificadores de complejidad tienen una mayor/menor sensibilidad al hecho de
considerar la descripcién mecanocuantica basada en una ‘simplificacién NR’ frente a la méas precisa
R, y este es justamente el objetivo del presente TFG en lo que se refiere al andlisis del oscilador
armonico tridimensional.

Cabe remarcar que nuestro grupo ha llevado a cabo en el pasado estudios con este mismo
sistema bajo un enfoque similar, esto es, analizar hasta qué punto los efectos relativistas se
manifiestan de forma relevante en funcionales bien conocidos de la Teoria de la Informacién. En
uno de ellos, concretamente, se analizaron independientemente algunos de los funcionales
previamente indicados, pero en ningln caso cualquiera de las denominadas ‘medidas de
complejidad’. Dado que se ha comprobado con otros sistemas que dichas medidas aportan notable
informacién adicional, mas alld de la proporcionada por cada uno de los funcionales, el propdsito
sefialado para este TFG es estudiar en detalle la relevancia de tal aportacién, conjuntamente con
los asi llamados ‘planos de informacién’, asociado a cada una de las complejidades tipo producto, y
que se describen brevemente en los siguientes apartados.

Mencionemos que, entre los principales motivos para centrar el estudio en el oscilador
armodnico, se encuentran:
* La disponibilidad de expresiones analiticas de las distribuciones en el espacio de posiciones en
ambos casos R y NR (para estados arbitrarios), asi como la inmediata derivacién de las
correspondientes expresiones para el espacio conjugado (espacio de momentos). A partir de los
resultados en ambos espacios es inmediata la extrapolacién al espacio de las fases.
* Los procedimientos de calculo son idénticos para cualquier valor de la frecuencia del oscilador.
* El conocimiento de ambas energias R y NR para estados arbitrarios pedir considerar la eventual
relacién entre la diferencia de las mismas y las posibles discrepancias de la complejidad a
consecuencia de los efectos relativistas.

Metodologia para alcanzar los objetivos (descritos en la siguiente seccién):

1. Disefar los cédigos computacionales necesarios para la obtencién de las correspondientes
densidades radiales de Schrodinger y de Dirac, asi como sus derivadas. En todos los casos, para
frecuencia y estados arbitrarios.




2. Calcular las diferentes complejidades de las densidades radiales relativista/no-relativista, a
considerar como medidas de la relevancia de los efectos relativistas en el oscilador.

3. Interpretar los resultados en términos de las principales propiedades estructurales de las
densidades, y atendiendo a los valores de los nimeros cudnticos que caracterizan los estados.

4. Establecer la eventual dependencia de los resultados en los autovalores energéticos de las
respectivas soluciones.

5. Analizar los ‘planos de informacién’. Los factores (P,Q) de una medida de complejidad, C=PQ
corresponden a puntos del plano P-Q, substentado por dichos factores. Usando doble escala
logaritmica, la cota inferior al producto se visualiza en el plano como una linea recta de pendiente -
1, que delimita las regiones ‘permitida y prohibida’ establecidas por la cota. Para un sistema dado,
la distancia del punto representativo en el plano a dicha frontera indica el valor de la complejidad.
Cualquier recta paralela a la frontera es una ‘linea de isocomplejidad’. Estos conceptos son
aplicables en cualquiera de los casos LMC (plano D-L), Fisher-Shannon (I-)) y Cramér-Rao (I-V).

Tipologia: Estudio de casos, tedricos o practicos, relacionados con la temética del Grado.

Objetivos planteados:

Nuestro grupo ha realizado numerosos estudios basados en medidas de complejidad, en ocasiones
considerando propiedades universales [19], asi como generalizaciones [20] y medidas relativas
[36]. La mayor parte de las aplicaciones se han llevado a cabo en un marco no-relativista,
incluyendo: la densidad monoparticular en sistemas atémicos neutros [15] e ionizados [16],
estructura molecular [17] y reacciones quimicas [18]. También se ha prestado atencién a (i)
sistemas confinados [21], (ii) densidades a 2 cuerpos [22], (iii) potenciales tipo delta [37], o (iv)
comparacién de modelos atémicos (e.g. Hartree-Fock vs Bare Coulomb Field [38]). No ha sido tal el
caso del andlisis fundamentado en efectos relativistas, mas alla del reciente estudio de los factores
‘individuales’ del oscilador de Dirac [23], o algunas medidas comparativas en sistemas
multielectrénicos [39].

Se pretende, pues, en el presente TFG, profundizar en la interpretacién de la complejidad del
oscilador arménico en cuanto a su ‘sensibilidad’ a los efectos relativistas. Los objetivos especificos
planteados son:

- Realizar un estudio comparativo para cada una de las medidas de complejidad (LMC, FS y CR)
entre el oscilador arménico cuantico (QHO) y el oscilador de Dirac (DO).

- Es necesario tener en cuenta que, en el caso relativista, la caracterizacién de los estados
requiere definir la paridad concreta (par/impar) debida al acoplamiento spin-momento angular.
Esto, en la practica, significa trabajar con ‘3 sistemas’: QHO, DO+ y DO-. Méas alld de la
comparacién relativista/no-relativista, cabe comparar las respectivas soluciones con paridad
opuesta en el caso relativista.

- El valor de cada complejidad, al igual que los de los factores constituyentes, depende de
diferentes variables, todas ellas objeto de estudio en este trabajo. Tal es el caso de la dependencia
en cada uno de los nimeros cudnticos que caracterizan a un estado, asi como la frecuencia
especifica del oscilador.

- De ser posible, se analizarian las eventuales dependencias (posiblemente asintéticas) en cada
una de las variables previamente mencionadas.

- Se tendran en cuenta, inicialmente, los resultados obtenidos en el espacio de posiciones para su
posterior extrapolacién al espacio de momentos, e igualmente al de las fases.
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Recomendaciones y orientaciones para el estudiante:




Es necesario tener conocimientos bdasicos de programaciéon (e.g. disefio de cdédigos en alglin
lenguaje especifico, procedimientos de integracién numérica).
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